Curso 2024-25




Objetivos tema:

e Transformacion de la variable aleatoria.
Transformacion de la funcion de probabilidad y
medidas caracteristicas.

* Distribucion de probabilidad de Bernoulli.
e Distribucion binomial.

* Leyde los grandes numeros.

* Distribucion geomeétrica o de Pascal.

e Distribucion de Poisson.

* Distribucion normal o de Gauss.
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Transformacion de la variable aleatoria

En el caso de una variable aleatoria discreta X tendremos la posibilidad
de redefinirla mediante una aplicacion g(x) de R en R

X
Q) > R J > R

A, 5 x5y =9(0x)

Si la funcidn g(x) es uno a uno, entonces podremos escribir

py (Vi) = px(x;)

En general definiremos el conjunto

L ={ieX(@|gx) = y;}

pr(v)) = z px (x;)




Transformacion de la variable aleatoria

En el caso de una variable aleatoria continua X redefinida mediante una

aplicacion g(x) de R en R
X g
Q > R > R

A o x o y=g)

Sean fy(x) fy(y) las funciones de densidad de
probabilidad de las variables aleatorias Xe Y

dp(y =g(x) =1 dy| = fx(x) dx |

Por lo tanto:

fx (x)
dy

X

fry) =
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Reusando variables aleatorias

En muchos ordenadores encontramos generadores aleatorios de

distribucion de probabilidad uniforme. Usando el resultado anterior
veamos coOmo construir variables aleatorias con nuevas distribuciones.

Supongamos que X es una variable aleatoria uniforme entre 0 y 1 y queremos
construir una variable aleatoria Y entre 0 y 1 con densidad de probabilidad y2.

fx(x)=1 0<x<1

fr)=ky* 0<y<1

Como:
@ g
fY(y) dy‘ _y = — yzdy = dx y = %
Ix dx y
1 B 1 B 5
fy(Y)—@— E_By
dx 3 y?
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Revisitando la distribucion exponencial

En el calculo de Monte Carlo en la interaccion radiacion materia muchos
procesos tienen una probabilidad de interaccidon exponencial en funcion de
la profundidad

fx(x) =1
fr=Be P’ 0<y< +oo
Como:
fx (x)
K ==5 dy|_ _1 L(B—-pet)=x
_x‘ dx| pe Py B
1
y=—Elog(1—x) 0<x<1
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Distribucion exponencial en python

Distribucion exponencial f = 1/scale
import numpy as np

from matplotlib import pyplot as plt DR SR R A
x=np.random.uniform(size=100000)

beta=1

y=-1/beta*np.log(1-x)

bins=np.arange(0,10,0.1)

plt.hist(y,bins)

plt.title(“exponential distribution beta=1 histogram”)

plt.show()




Disparando al azar

Supongamos una escopeta que gira sobre
un eje disparando al azar en un plano. La
distribucion de probabilidad en angulo es

uniforme:

0) = 1 TL’< <T[
f6(0) =2 2=%=7

_ fe(6) _ 1 _ 1 .
y = g(8) = tg(6) fry) = DT warg?@) ) P<Y < F®

Esta es la denominada distribucion de Cauchy que aunque esta bien
normalizada y tiene media, por simetria, nula; su varianza y todos
los momentos superiores a orden dos son divergentes!!
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Media y varianza

En general también nos interesa saber cdmo se transforma la media y la
varianza de las variables aleatorias en un cambio de variable.

y=gx)
_ dg ‘g 2
g(x) = glux) + Ix (x—llx)+zﬁ (x —ux)® + ...
X=Hx X=Ux
d d?
Ew}=E&K@}=guw}+E% EHX_””}+EQE% E{(x — ux)*} + ..
X=Hx X=Ux

En aquellos casos en que podramos despreciar los términos de orden
superior (momentos y derivadas de orden superior pequeiios, datos muy

agrupados entorno a la media),

E{y} = g(ux)
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-
Viedia y varianza

Considerando valida la aproximacion a primer orden

d
909 ~ gl + | (=)

X=Ux

2
0%y = E{(y —uy)*} = E (g(ux) + Z_i (x — puy) — uy>

X=Ux

xX=

2
d
oty (d—i ) E((x - 1x)?)
Ux
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jemplo

Hemos visto en la transformacion de variable aleatoria:

fr)=3y*? 0<y<1 y=x




Suceso de Bernoulli

Supongamos un suceso aleatorio con dos
posibles resultados A y B. Asignaremos ¢
valor 1 a la variable aleatoria para
evento Ay el cero para B.

p(A)=p p(B)=1-p=q

0 de variable aleatoria tendremos que

2
E{X}=Zpixi=1p+0q=29

=1

2
o? = E{(x —E(x}?} = ) pi(—p)? =p (1 =p)* + ¢ (0= p)* =p(1—p) = pq

=1




Distribucion binomial

Supongamos un suceso aleatorio formado

|

n
l o
B T — por n eventos de Bernoulli
. » = R £ P . .
(Q a) (Q estadisticamente independientes.
Asignamos como valor de la variable aleatoria el

X)) ={0,1,23,..,n} numero de veces que obtenemos el suceso A.

!
(Z) 7l (nn— r)! p(x =1) = (Z) p q""

Con esta definicion se cumple la condicidon de normalizacidn:

n

Zp(x =71) = (Z) p'q" "= (@+" =1
r=0 r=0
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Distribucion binomial

Podemos calcular el valor esperado y
varianza de una distribucion binomial

02 = > 12p(r) — ()? = (W)? = np? +np — (np)? = npg

r=0
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Distribucion binomial
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Distribucion binomial

El sistema de avionica de un fabricante de
aviones de pasajeros presenta redundancia
mediante logica mayoritaria copiando el
programa de control en tres memorias

cmmy L equivalentes. Si se considera que Ila
— % probabilidad de fallo individual durante un
L S 5 a vuelo de un médulo de memoria es de 10°

écual es la probabilidad de que fallen
simultaneamente mas de uno de los tres
p=10"° modulos de control?

px>1D=1-p(0)—p(1) =1- (3) pq’ - (f) plq®Tt = (;) piq’ + (2) p’
p(x>1)=1-(1-p)°-3p'(1-p)? =3p*(1 —p) +p° =3p* — 2p°

p(x>1)=3x10"12
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Grandes numeros

Si realizamos un experimento aleatorio n veces para estimar la probabilidad de un

suceso A, tendremos que la frecuencia observada es
f X
47 n

El valor esperado de esta frecuencia se corresponde con la probabilidad que

gueremos estimar ya que
1 1

X
E{E}_ EIE{x}— —np=p
1 1

=50 ()= Fmwq=—

2(f) =0?(2) =

Si no existen otras componentes de incertidumbre o variabilidad en la determinacion

de x, entonces se cumple que:
1
oc(fy) ~—=-—0
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Grandes numeros

Se sabe que cierta enfermedad tiene una incidencia entorno al 1/200 de la poblacion.
Si queremos determinar esta probabilidad de incidencia con un 1% de incertidumbre
(desviacion tipica) éCudl es el tamano de la muestra de poblacion que debemos
estudiar?

() = 0,01 fy = 21
0Ja) = VYL a4 = o537
200 1 (199) 1 107
200 \200/ n~ 2002
o2t =2 = s (1505 )
n 200 200/ n
_ 199 =199 x 10°
T
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Distribucion geomeétrica o de Pascal

Se trata de evaluar el nimero de veces que se produce el experimento aleatorio

hasta que el suceso A con probabilidad p no ocurra.

p(x=r)=p"1gq

X(Q) =123, ..}

r—1 r—1 1
Ep(x=r)=gp q=qu =47 =1
— P
r=1 r=1 r=1

Comprobamos que la probabilidad esta correctamente
definida usando la suma de la progresion geométrica.
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Distribucion geométrica o de Pascal

dremos también evaluar el valor esperado de la variable de esta distribucié
O su varianza.

(00] (00]

ﬂ=E{x}=zrp(x=r)= Z rp"t(1-p)

r=1 r=1

cuenta que la suma de probabilidades es igual a la unidad:

ipr‘l (1-p)=1 =§ps (1-p)
r=1 s=0

diip A-p)= Y sp (- p)—zp

s=1

(0]

M=E{x}=z rp’ ' (1-p) =—

r=1




Jistribucion geometrica o

ianza pode estimarse mediante

(00}

1
0? = E(x?) ~ (BL)? = ) rp™ (1-p) -~

r=1

cribir esta suma como:

(0]

2p
(1-p)?

Yrr-npta-p) =




Distribucion geomeétrica o de Pascal

Supongamos que jugamos a la ruleta rusa con una pistola de revolver con 6
alojamientos y una sola bala. ¢Cuadl es la probabilidad de que sobrevivamosa l,2,3y
4 disparos si giramos el tambor o no lo hacemos?

probabilidad de éxito hasta la tirada r p(x=1r)=p"1q

La probabilidad de sobrevivir a k intentos girando el tambor

p(x>k)=1—q-pgq—-—p*tq p=5/6

p(x >1)=10,83 p(x >2)=0,69 p(x >3) =10,58 p(x >4) =048 p(x >5)=0,40

La probabilidad de sobrevivir a si no giramos el tambor

543 6—k

P>k = s ek +1

p(x >1)=10,83 p(x > 2) =0,67 p(x > 3) =0,50 p(x >4) =0,33 p(x >5)=0,17 ~
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Distribucion de Poisson

onsideramos una distribucion de probabilidad binomial y realizamos el
e de esta distribucion con n — c© manteniendo el valor esperado
ante E{x} =pn=41=cte

Jim, plx=r7)=— lim

p—0
np=A=cte

L {n(n—l)...(n—r+1)<1

r
-2
n

nn—-1).(n—-r+1)
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Distribucion de Poisson

Mediante este limite obtenemos la expresion de la probabilidad de Poisson,

per=r)= Jin
p—0
np=A=cte

Esta distribucion de probabilidad uniparamétrica corresponde a la realizacion de
muchos experimentos aleatorios donde la probabilidad individual del suceso de
interés es muy pequena siendo el valor esperado de sucesos detectable.
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Distribucion de Poisson

partir de la expresion de la probabilidad de Poisson, que es una distribuc
screta, podremos establecer su correcta normalizacion y su valor esperac




Jistribucion de Poisson

culo de la varianza de la distribucion:

+ 00 + 00 r

d?(x) = E{x?} — (E{x})? = Z r’p(x=71)— 2% = Z r? %e"l — 22

r=0 r=0

+ 00

Ar +oo AT—Z +oo Ar—l
e‘AZ[r(r —1) +r] o= e A [/12; =2 + /1121 = 1)!]
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Distribucion de Poisson
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Distribucion de Poisson

El niUmero medio de accidentes de trafico por hora en una cierta ciudad es de 1/20.
Calcula cual es la probabilidad de que:

a) No se produzca ningun accidente en una hora
b) La probabilidad de que se produzcan mas de dos accidentes en una hora

p(x =0) = e™* =0.9512

px>2)=1-px=0)—px=1)—px=2)

A* A*
p(x>2)=1—e"1—/1e_’1—?e_7l=1—(14—7\4—?>6_7l

p(x >2)=2x10"°
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Binomial-Poisson-Gauss

Binomial Poisson
(n,p)
U =mnp
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Distribucion normal o gaussiana

Una variable aleatoria continua se dice que tiene una distribucion de probabilidad
gaussiana cuando su densidad de probabilidad se puede escribir como:

_ (-w)?
202

e )
V2T O

Y su funcidn de distribucion de probabilidad:

fx _(t-p)?
e
V2T 0 J_o

2 o2
Los parametros de la distribuciéon o, p cumplen que:

E{x} = u E{(x — E{x})*} = o*

Es habitual denotar una variable normal o gaussiana como

fx) =

c>0 x€(—o0,+m)

F(x) =

dt; 0 >0 x € (—00,4+)

x € N(u,o)

Es una distribucion de probabilidad simétrica respecto al punto
X=M, con maximo y moda en el mismo punto.
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Distribucion normal o gaussiana estandar

caso particular de que p=0 y o0=1, se denomina distribucion de probabili
al estandar
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Funcion generatriz de momentos para la normal estandar

iderando la distribucion normal estandar, tendremos que

f(Z)=\/21_n e_zz_2 ;  Z € (—00,+0)

1 + 00 ZZ
— e” 2 e?dz
27‘[ j_

= %jj exp[ —(z* —OZOZt + tz)] exp[ 2] dz

My (t) = E{e™} =

+2
My (t) = exp [?]
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Distribucion normal

Una fabrica de rodamientos de acero produce bolas con un diametro que
puede describirse bien mediante una distribucion normal con media 10 mm
y desviacion tipica 0,2 mm. Si se considera que el diametro aceptable de
las bolas de rodamientos es de 9,7 mm a 10,1 mm, calcula el porcentaje de
bolas rechazadas.
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x1—u 97-10
= =-1,5
o 0,2

Z1=

X — U 10,1—10_
o 0,2

0,5

22:

p(z < z;) =p(z<—1,5) =0,067

p(z > z,) =p(z>0,5) =0,309

p(z <z, 6 z,<z) = 0,067 + 0,309 = 0,376



Curtosis de la distribucion normal

Utilizando la funcion generatriz de momentos es relativamente facil evaluar
a curtosis de la distribucion normal:

_ M, ()

ot

aso particular: +2
d"exp [ ]

2
M, (0) = T

t? t?
= Sexp[ ]+6tzexp[2] + t*exp )

rorfs]
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